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Etant donne le produit croise BG A d’une algebre A par un groupe´ ´ `
d’automorphismes G, et un B-bimodule X, on construit une filtration du complexe
Ž  .  Ž .standard Hom  B, X calculant la cohomologie de Hochschild H B, X ; on
montre ensuite que la suite spectrale associee a cette filtration verifie E p, q´ ` ´ 2
pŽ qŽ ..H G, H A, X . Ceci generalise la ‘‘methode directe’’ utilisee par Hochschild et´ ´ ´ ´
Ž .Serre 1953 dans le cas des extensions de groupes. On applique cela a certains`
automorphismes des tores T d: on prend pour G le groupe Z, pour A  l’algebre`
des polynomes trigonometriques sur T d, et on construit des bases des diversˆ ´
nŽ . Ž  .espaces H B, B au sein du complexe standard Hom  B, B .
Given the crossed product BG A of an algebra A by a group of
automorphisms G, and a B-bimodule X, we construct a filtration of the standard
Ž  .  Ž .complex Hom  B, X which computes the Hochschild cohomology H B, X :
then we show that the associated spectral sequence satisfies E p, q 2
pŽ qŽ ..H G, H A, X . This generalizes the ‘‘direct method’’ used by Hochschild and
Ž .Serre 1953 in the case of a group extension. We apply this to certain automor-
phisms of the tori T d where G is the group Z and A is the algebra of trigonomet-
d nŽ .ric polynomials on T , and we construct bases of the spaces H B, B inside the
Ž  .standard complex Hom  B, B .  2001 Academic Press
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1. INTRODUCTION
1.1. Suites spectrales de HochschildSerre
Etant donne un groupe H, un sous-groupe distingue K de H et un´ ´
H-module X, Hochschild et Serre ont construit dans leur article de 1953
p, q pŽ qŽ ..deux suites spectrales verifiant E H G, H K , X , ou GHK ,´ `2
1 Je tiens a remercier ici J. Alev, D. Barnes, J. Lannes, J. L. Loday, J. P. Serre, A. Solotar et`
M. Wambst pour les nombreuses informations qu’ils m’ont fournies pendant l’elaboration de´
ce travail.
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 Ž .et convergeant vers H H, X ; la premiere est construite a partir d’un` `
bicomplexe, par une methode inspiree de la suite spectrale de´ ´
CartanLeray pour les espaces fibres; la seconde-a partir d’une filtration´ `
 Ž . Ždu complexe standard calculant H H, X ; la seconde ‘‘the direct
.method’’ necessite des calculs plus compliques que la premiere, mais est´ ´ `
plus facile a utiliser dans les applications ‘‘because one can identify the`
maps which arise from it.’’ Par la suite, il a ete demontre que ces deux´ ´ ´ ´
Ž      .suites spectrales sont isomorphes Evens 5 , Beyl 3 , Barnes 1 . Barnes a
Ž  .aussi prouve cf. 2 l’isomorphie des deux suites spectrales construites´
 Ž .ci-dessous au n 1.2 f et au §3.
On s’interesse ici au cas des produits croises d’algebres et de groupes: le´ ´ `
groupe H est remplace par un produit croise BG A, ou A est une´ ´ `
algebre sur laquelle G opere par des automorphismes  , gG; X est` ` g
alors remplace par un B-bimodule, et on souhaite construire deux suites´
p, q pŽ qŽ ..spectrales verifiant E  H G, H A, X et convergeant vers´ 2
 Ž . qŽ .  Ž .H B, X ou, maintenant, H A, X et H B, X designent la coho-` ´
mologie de Hochscild. On rappelle au n 1.2 comment la premiere suite`
Žspectrale de HochschildSerre a ete generalisee a cette situation et a´ ´ ´ ´ ´ ` `
.quelques autres , tandis que la generalisation de leur seconde suite spec-´ ´
trale fera l’objet du present travail.´
Pourquoi avoir choisi le cadre des produits croises? D’une part, dans´
certains cas, l’algebre AG des elements G-invariants de A est Morita-` ´ ´
equivalente a G A, ce qui entraıne que ces deux algebres ont des´ ` ˆ `
Žcohomologies de Hochscild isomorphes voir par exemple Farinati et
 .Solotar 6 . D’autre part, lorsqu’un groupe G opere dans un espace`
Ž .topologique resp. une variete V, l’une des idees de la Geometrie Non´ ´ ´ ´ ´
Commutative consiste a remplacer le quotient VG, qui n’existe pas`
toujours dans la categorie consideree, par le produit croise G A ou A´ ´ ´ ´ `
Ž .designe l’algebre des fonctions continues resp. differentiables sur V.´ ` ´
1.2. Dierses generalisations de la premiere suite spectrale de HochschildSerre´ ´ `
On entend par la des suites spectrales construites a partir de bicom-` `
plexes.
Ž . a Le livre Homological Algebra de Cartan et Eilenberg 4, Chap.
XVI, Sect. 6 presente une construction qui peut s’appliquer au cas d’un´
produit croise G A a condition que A admette une augmentation´ `
invariante par G.
Ž .  b La suite spectrale de Grothendieck 8 permet, sous certaines
conditions, de calculer les foncteurs derives d’un foncteur compose F F ;´ ´ ´ 1 2
elle verifie´
E p , qR pF RqF R F F ;Ž .2 1 2 1 2
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Ž .dans la situation de HochschildSerre, F et F sont definis par F X ´1 2 2
K Ž . GX , F Y  Y .1
Elle a ete utilisee dans les travaux indiques ci-dessous concernant´ ´ ´ ´
certains produits croises.´
Ž .    Žc V. Nistor 13 : on suppose que X B dual de B muni de la
.structure naturelle de B-bimodule ; on a alors une suite spectrale verifiant´
p, q pŽ qŽ  ..E H G, H A, A et convergeant vers l’homologie d’un quotient2
 Ž  .du complexe usuel qui calcule H B, B .
Ž .  d D. Gong 7 : generalise la suite spectrale de Nistor pour l’adapter´ ´
a des calculs de cohomologie cyclique bivariante tordue par des groupes`
d’automorphismes.
Ž .  e K. Sanada 14 : k est un anneau commutatif, A une k-algebre`
commutative projective de type fini; on suppose G fini ainsi que d’autres
hypotheses, en particulier AG  k; B est le produit croise tordu par un` ´
2-cocyle. On a alors une suite spectrale verifiant´
E p , qH p G , H q A , X H B , X .Ž . Ž .Ž .2
Ž .  f D. Stefan 15 construit une suite spectrale dans une situation
plus generale que celle des produits croises BG A: G est main-´ ´ ´ 
tenant une algebre de Hopf, B est une algebre G-comodule soumise a` ` `
certaines conditions, et A est la sous-algebre des coinvariants de B.`
Expliquons comment fonctionne sa construction dans le cas d’un produit
croise BG A.´ 
On considere le bicomplexe`
GAp , q p1 q1 eK  F G , Hom  B , X ,Ž .Ž .ž /ž /
avec differentielles´
q p , q p1, qd  	1 d : K  KŽ . G
d d : K p , q K p , q1.A
Ž Ž q1 e .. AOn demontre que Hom  B , X est un G-module injectif; il en´
resulte que, pour la suite spectrale de la seconde filtration, on a´
Bp , 0 p1 e‘‘E  Hom  B , XŽ .Ž .1
‘‘E p , q 0 si q 0,1
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 Ž .  Ž . Ž q1 e .d’ou H Tot K H B, X . Ensuite on montre que Hom  B , X`
e  Ž .est un A -module injectif, ce qui entraıne que H A, X est l’homologieˆ
Ž Ž  e .. Adu complexe Hom  B , X ; d’ou enfin, pour la suite spectrale de la`
premiere filtration:`
Gp , q p1 q‘E  F G , H A , XŽ .Ž .Ž .1
‘E p , qH p G , H q A , X .Ž .Ž .2
1.3. Objet du present traail´
On se propose de generaliser la ‘‘methode directe’’ de HochschildSerre´ ´ ´
au cas d’un produit croise BG A; ce sera fait au §3; en fait il y´ 
p, q pŽ qŽ ..interviendra aussi un bicomplexe, a savoir   C G, C A, X ; on`
montrera que la suite spectrale de la premiere filtration du complexe total`
T Tot  verifie´
‘E p , q C p G , H q A , XŽ .Ž .1
‘E p , qH p G , H q A , X .Ž .Ž .2
On construira par ailleurs une filtration C n C n, 0
 C n, 1
  
 C n, n
n nŽ .  Ž .
 0 du complexe standard C  C B, X calculant H B, X ; cette
filtration definit une suite spectrale notee E p, q. Enfin on construira un´ ´ r
morphisme de complexes filtres  : T C et on montrera que le´
morphisme ‘E p, q E p, q induit par  est bijectif pour tout r 1.r r
Le §2 est consacre a divers rappels sur la cohomologie des groupes et´ `
celle des algebres associatives. Au §4 on applique la suite spectrale du §3`
au cas des automorphismes des tores T d: on prend pour A l’algebre des`
polynomes trigonometriques sur T d avec G Z, et on construit explicite-ˆ ´
nŽ .ment des bases des divers espaces H B, B au sein du complexe standard
Ž  .Hom  B, B .
Le lecteur trouvera peut-etre indigeste la quantite de formules quiˆ ´
apparaissent dans ce travail; elles m’ont paru indispensables pour qui veut
construire des bases de certains espaces de cohomologie, et non se
contenter de determiner leurs dimensions; qu’il me soit permis aussi de´
citer ce que A. A. Kirillov a ecrit dans l’avant-propos de la traduction russe´
   de livre 10 : par suite de la mathematisation de la physique theorique´ ´
‘‘au lieu de constructions purement theoriques et de la recherche de´
relations abstraites entre les notions introduites, l’obtention de formules
explicites et, parfois, de resultats numeriques, a ete amenee au premier´ ´ ´ ´ ´
plan.’’
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2. NOTATIONS ET RAPPELS
2.1. On designera toujours par k un corps commutatif.´
Ž .Si E et F sont deux ensembles, on note F E, F l’ensemble des
applications de E dans F.
Soit A une k-algebre a unite; on appelle A-modules les A-modules` ` ´
a gauche. On pose Ae A Aop; si X est un A bimodule, i.e. un Ae-`
A  4module a gauche, on pose X  x X : ax xa a A . Si G est un`
G  4groupe et X un G-module, on pose X  x X : gx x gG .
2.2. Soit A une k-algebre et X un A-bimodule; la cohomologie de`
 Ž .  Ž .eHochschild H A, X est egale, par definition, a Ext A, X . Donc, si´ ´ ` A
l’on a une resolution injective du Ae-module X :´
 d 0 d10 10 X I  I   ,
 Ž .H A, X est l’homologie du complexe
0Hom e A , I 0 Hom e A , I 1  Ž . Ž .A A
soit encore
A A0 10 I  I   .Ž . Ž .
Rappelons aussi que, si Y et Z sont deux A-modules, on a
Ext n Y , Z H n A , Hom Y , ZŽ . Ž .Ž .A
Ž . e Ž   .Ž .  ou Hom Y, Z est un A -module pour l’action a  a u  a ua .`
n Ž n1 e .2.3. On peut prendre en particulier I Hom  A , X avec l’action
suivante de Ae sur I n
a a . f a  a , . . . , a  aŽ . Ž .Ž . 0 0 n n
 f a  a , . . . , a  a , a a aaŽ .0 0 n	1 n	1 n n
et la differentielle´
 x a  a  a . x .aŽ . Ž .0 0 0 0
d n f a  a , . . . , a  aŽ . Ž .0 0 n1 n1
 a . f a  a , . . . , a  a .aŽ .0 1 1 n1 n1 0
n
i1         	1 f a  a , . . . , a a  a a , . . . , a  a .Ž . Ž .Ý 0 0 i i1 i1 i n1 n1
i0
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2.4. On a une resolution projective du Ae-module A:´
d d 	1 0
 P P  A 01 0
ou P n2 A avec action de Ae sur P :` n n
a a . a  . . . a  aa  a  . . . a  a aŽ . Ž .0 n1 0 1 n n1
et differentielle´
	 a  a  a aŽ .0 1 0 1
n1
id a  . . . a  	1 a  a a  . . . a .Ž . Ž .Ýn 0 n2 0 i i1 n2
i0
 Ž .Il en resulte que H A, X est l’homologie du complexe´
0Hom e P , X Hom e P , X  . . .Ž . Ž .A 0 A 1
ou encore
0 XHom A , X Hom 2 A , X  . . .Ž . Ž .
Ž  Ž . .Nous appellerons complexe standard normalise le complexe C A, X , d :´ A
d0 d1A A0 10 C A , X C A , X  . . .Ž . Ž .
nŽ . Ž n .ou C A, X est le sous-espace de Hom  A, X forme des f tels que` ´
Ž .f a , . . . , a soit nul des que l’un des a est egal a 1, et` ´ `1 n i
d n f a , . . . , a  a . f a , . . . , aŽ . Ž .Ž .A 1 n1 1 2 n1
n
i 	1 f a , . . . , a a , . . . , aŽ . Ž .Ý 1 i i1 n1
i1
n1 	1 f a , . . . , a .a .Ž . Ž .1 n n1
 Ž .On sait qu’il calcule aussi H A, X .
2.5. Soit G un groupe et X un G-module sur k; si l’on a une resolution´
injective de X
 d 0 d10 10 X I  I   ,
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 Ž .la cohomologie H G, X est l’homologie du complexe
G G0 10 I  I  . . . .Ž . Ž .
n Ž n1 . nOn peut prendre en particulier I  F G , X avec action de G sur I :
g . f g , . . . , g  g . f g	1 g , . . . , g	1 gŽ . Ž . Ž .0 n 0 n
et differentielle´
 x g  xŽ . Ž .0
n1
ind f g , . . . , g  	1 f g , . . . , g , . . . , g .Ž . Ž . Ž . Ž .ˆÝ0 n1 0 i n1
i0
 Ž .Alors H G, X est l’homologie du complexe standard normalise´
Ž  Ž . . nŽ . Ž n .C G, X , d ou C G, X est l’ensemble des f F G , X tels que`G
Ž .f g , . . . , g  0 des que l’un des g est egal a e, et` ´ `1 n i
d n f g , . . . , g  g . f g , . . . , gŽ . Ž .Ž .G 1 n1 1 2 n1
n
i 	1 f g , . . . , g g , . . . , gŽ . Ž .Ý 1 i i1 n1
i1
n1 	1 f g , . . . , g .Ž . Ž .1 n
2.6. LEMME. Soit G un groupe, kG son algebre de groupe, X un kG-bi-`
Ž . 	1module; X est aussi un G-module pour l’action g, x  g. x. g . Alors
H n kG , X H n G , X .Ž . Ž .
Demonstration. On definit un isomorphisme de complexes u :´ ´
 Ž .  Ž .C G, X  C kG, X par
un f g , . . . , g  f g , . . . , g . g . . . g .Ž . Ž . Ž .1 n 1 n 1 n
2.7. Dans tout ce qui suit, on designe par G un groupe operant dans une´ ´
Ž . Ž .algebre A par automorphismes notes g, a   a ; par B le produit` ´ g
croise G A, algebre engendree lineairement par des elements g.a avec´ ` ´ ´ ´ ´
le produit
g .a g .a  gg .	1 a a .Ž . Ž . Ž .g
nŽ .Soit en outre X un B-bimodule; on fait agir G dans X et dans C A, X
Ž . 	1respectivement par g, x  g. x. g et
g . f a , . . . , a  g . f 	1 a , . . . , 	1 a . g	1 .Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .1 n g 1 g n
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´ ´ ´3. GENERALISATION DE LA ‘‘METHODE DIRECTE’’ DE
HOCHSCHILDSERRE
3.1. Le bicomplexe  p, q. On pose
 p , q C p G , C q A , X notations des n2.4 et 2.5Ž . Ž .Ž .
T n  p , q
pqn
q p , q p , q p1, qd  	1 d :   Ž . G
d d p , q :  p , q  p , q1A
d n d d : T n T n1 ;T
precisons que d’ est defini comme suit:´ ´
q 	1 . d
 g , . . . , g a , . . . , aŽ . Ž . Ž . Ž .1 p1 1 q
 g .
 g , . . . , g 	1 a , . . . , 	1 a . g	1Ž . Ž . Ž .Ž .1 2 p1 g 1 g q 11 1
p
i 	1 .
 g , . . . , g g , . . . , g a , . . . , aŽ . Ž . Ž .Ý 1 1 i1 p1 1 q
11
p1 	1 .
 g , . . . , g a , . . . , a .Ž . Ž . Ž .1 p 1 q
On considere la premiere filtration de T n: pour p 0, . . . , n:` `
‘T n , p  n , 0  n	1, 1 . . .  p , n	p ;
elle definit une suite spectrale avec termes ‘E p, q et differentielles´ ´r
‘d p , q : ‘E p , q‘E p r , q	r1 .r r r
On a un isomorphisme evident´
‘E p , q ‘T pq , p‘T pq , p1  p , q0
qui transforme ‘d p, q en d p, q. Il en resulte un isomorphisme´0 A
‘E p , q Ker ‘d p , qIm ‘d p , q	1 C p G , H q A , XŽ .Ž .1 0 0
p, q Ž .q p, qqui transforme ‘d en 	1 . d . D’ou enfin un isomorphisme`1 G
‘E p , q Ker ‘d p , qIm ‘d p	1, qH p G , H q A , X .Ž .Ž .2 1 1
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3.2. Description de ‘E p, q et ‘d p, q. On sait que ‘E p, q‘Z p, q‘B p, q ou`r r r r r
‘Z p , q x‘T pq , p  d x‘T p1q , pr 4r T
‘B p , q‘T pq , p1 d ‘T pq	1, p	r .Ž .r T
On va donner une autre description qui sera utile pour les calculs
explicites du §4. Notons  p, q l’application canonique ‘T pq, p‘E p, q0
p, q p, q Ž p, q. p, q . Il est facile de voir que  ‘Z est l’ensemble  desr r
elements 
 de  p, q satisfaisant les conditions suivantes:´ ´ 0
d 
  0 3.1Ž .A 0
pour tout s 1, . . . , r	 1, il exite 
   ps , q	s verifiant´sqs 3.2Ž .	1 .d 
  d 
  0 pour s 0, . . . , r	 2.Ž . G s A s1
p, qŽ p, q.  p, qOn voit de meme que  ‘B est l’ensemble  des elements 
 deˆ ´ ´r r 0
 p, q satisfaisant la condition suivante; pour s 0, . . . , r il existe 	 s
 p	s, qs	1 verifiant´

qŽ .
  d 	  	1 d 	0 A 0 G 1

qs	1Ž .d 	  	1 d 	  0 pour s 2, . . . , rA s	1 G s
 d 	  0.A r
L’ensemble ‘E p, q apparaıt donc comme l’image de  p, q par une applica-ˆr r
tion que nous noterons  p, q, ayant pour noyau  p, q. Enfin la diffe-´r r
rentielle ‘d p, q se decrit comme suit: si 
   p, q avec 
 , . . . , 
´r 0 r 1 r	1
Ž . Ž .satisfaisant 3.1 et 3.2 , on a
q	 r1p , q p , q pr , q	r1‘d  
  	1 . d 
 .Ž . Ž . Ž .Ž .r r 0 r G r	1
 Ž . 3.3. Filtration du complexe standard normalise C B, X . On ecrira C´ ´
 Ž .au lieu de C B, X et on notera d la differentielle de ce complexe. On´B
definit une filtration decroissante´ ´
C n C n , 0
 C n , 1
 . . .
 C n , p
 . . .
 C n , n
 0
ou C n, p est l’ensemble des f C n verifiantˆ ´
f g a , . . . , g a  f g a , . . . , g a , g , . . . , g .a 3.3Ž . Ž . Ž .1 1 n n 1 1 n	p n	p n	p1 n
ou`
a 	1 a .	1 a . . . 	1 a .a .Ž . Ž . Ž .g . . . g n	p1 g . . . g n	p2 g n	1 nn	p2 n n	p3 n n
En particulier, pour p 1, ceci s’ecrit´
f g a , . . . , g a  f g a , . . . , g a , g .a .Ž . Ž .1 1 n n 1 1 n	1 n	1 n n
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Il est immediat que C , p est un sous-complexe de C. On notera´
G , p C , pC , p1
le gradue associe,  , p sa differentielle et  n, p l’application canonique de´ ´ ´
C n, p vers Gn, p. On a donc, pour la suite spectrale de ce complexe filtre´
E p , qG pq , p , d p , q  pq , p0 0
E p , qKer  pq , pIm  pq	1, p .1
3.4. Application  : T C. On definit d’abord  pq, p:  p, q´
C pq, p par
 pq , p 
 g a , . . . , g aŽ . Ž .1 1 pq pq
 g . . . g .
 g . . . g  . g a . . . g aŽ . Ž .1 q q1 pq q1 q1 pq pq
ou`
  	1 a , 	1 a , . . . , a ;Ž . Ž .ž /g . . . g 1 g . . . g 2 q2 q 3 q
on definit ensuite  n: T n C n par´
 n 
 n , 0  
 0, n  n , n 
 n , 0   n , 0 
 0, n .Ž . Ž . Ž .
Ž . n3.5. LEMME. i Les  forment un morphisme de complexes filtres,´
donc induisent des applications  p, q: ‘E p, q E p, q.r r r
Ž . p, q pq, p pq, p p, q pq, pii  s’identifie a   :  G .`0
Ž . n n, p n, pDemonstration. a Il est clair que  envoie T dans C .´
Ž . nb Pour prouver que les  forment un morphisme de complexes, il
suffit de montrer que l’on a
qpq pq , p pq1, p p , q pq1, p1 p , qd   d  	1  d .Ž .B A G
p, q Ž . pqŽ pq, pŽ ..Soit donc 
  ; les q 1 -premiers termes de d  
B
Ž . pq1, pŽ p, qŽ ..sont identiques aux q 1 -premiers termes de  d 
 ; lesA
Ž . pqŽ pq, pŽ .. Ž .p 1 -derniers termes de d  
 sont identiques aux p 1 -B
Ž .q pq1, p1Ž p, qŽ ..derniers termes de 	1  d 
 ; enfin l’unique termeG
p q 1, pŽ p , q Ž ..restant de  d 
 et l’unique terme restant deA
Ž .q pq1, p1Ž p, qŽ ..	1  d 
 se detruisent.´G
Ž . Ž .c La partie ii est immediate.´
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3.6. Applications  pq, p: C pq, p  p, q. On les definit par´
 pq , p f g , . . . , g a , . . . , aŽ . Ž . Ž .Ž . 1 p 1 q
 f a , . . . , a , g , . . . , g . g	1 . . . g	1 .Ž .1 q 1 p p 1
Il est clair  pq, p est nulle sur C pq, p1, donc passe au quotient en une
application  p, q: G pq, p  p, q.0
3.7. LEMME. On a  p, q p, q id.0 0
Demonstration. Cela resulte de ce que  pq, p pq, p id.´ ´
3.8. LEMME. On a  p, q1d p, q‘d p, q p, q.0 0 0 0
Demonstration. Il suffit de verifier que l’on a´ ´
 pq1, p d pq f  d p , q  pq , p fŽ . Ž .Ž .Ž .B A
pour tout f C pq, p, ce qui est facile en tenant compte de la relation
Ž .3.3 .
3.9. Remarque. On peut construire des applications n : C n T n for-
mant un morphisme de complexes filtres, verifiant n n id, et in-´ ´
duisant les applications  p, q: G pq, p  p, q. Pour cela on definit d’abord´0
des applications n, p: C n  p, n	p de la fac¸on suivante:
n , p f g , . . . , g a , . . . , aŽ . Ž . Ž .Ž . 1 p 1 n	p
  f x , . . . , x . g	1 . . . g	1Ž .Ý P P , 1 P , n p 1
P
ou P decrit l’ensemble des p-uples 1 i 	 . . .	 i  n; on note j 	` ´ 1 p 1
. . .	 j le complementaire de P; on pose x  g , x  a ou a´ `n	p P , i k P , j u uk u
est le transforme de a par le produit des g situes avant a ; enfin  est´ ´u k u P
la signature de la permutation
j , . . . , j , i , . . . , i .Ž .1 n	p 1 p
n nŽ . n, pŽ .On definit ensuite  par  f   f . On remarquera´ p0, . . . , n
n, p que les  sont analogues aux applications g g de 12, Chap. II,j
  nn 3 ; le fait que  est un morphisme de complexes se demontre comme´
 la proposition 2, Chap. II de 12 .
3.10. COROLLAIRE. L’application  p, q definit, par restriction et passage´0
au quotient, une application  p, q: E p, q‘E p, q et on a  p, q p, q id.1 1 1 1 1
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3.11. LEMME. L’application  p, q est bijectie.1
Demonstration. L’injectivite est claire. Pour demonter la surjectivite,´ ´ ´ ´
il suffit de construire des applications S p, q: E p, q E p, q	1 verifiant la´0 0
relation
id	 p , q p , q d p , q	1S p , q S p , q1d p , q .0 0 0 0
pq1, p p, q1Ž . pq, pPour f C et k 1, . . . , q, on definit S f  C par´ k
S p , q1 f g a , . . . , g aŽ . Ž .k 1 1 pq pq
 f g a , . . . , g a , g . . . g , 	1 a , . . . , 	1 a ,Ž . Ž .ž 1 1 k	1 k	1 k q g . . . g k g q	1k1 q q
a , g a , . . . , g a ./q q1 q1 pq pq
L’application S p, q1 passe au quotient: E p, q1 E p, q; on posek 0 0
q
kp , q1 p , q1S  	1 SŽ .Ý k
k1
On verifie, par un calcul long mais direct, qu’on a bien la relation´
desiree. Q.E.D.´ ´
Au total nous avons demontre le resultat suivant:´ ´ ´
Ž . p, q3.12. THEOREME. i La suite spectrale E associee a la filtration du´ ` ´ `r
  Ž .n 3.3 du complexe standard calculant H B, X erifie´
E p , qH p G , H q A , X H B , X .Ž . Ž .Ž .2
Ž . p, q  p, q ii Definissons les ensembles  et  comme au n 3.2. Alors´ r r
E p, q est isomorphe a  p, q p, q, pour tout r 1, ia l’application  du`r r r
n 3.4.
3.13. Cas du B e-module B. On suppose ici que le Ae-module A admet
une resolution projective P
 telle que P soit de la forme AeW , ou W´ `n n n
est un k-espace vectoriel de dimension finie; on fait aussi une hypothese`
Žanalogue sur l’algebre kG c’est le cas en particulier si G est un groupe`
m. eZ . Pour tout G,  . A est un sous-A -module de B avec l’action
a a  .a   .	1 a aaŽ . Ž . Ž .
et B est leur somme directe. Pour toute classe de conjugaison  de G,
Ž .posons B   . A; c’est un sous-G-module avec l’action g  .a  
	1 Ž . ² :g g . a . Enfin notons G l’ensemble des classes de conjugaisong
de G.
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Ž .THEOREME. i On a´ `
H q A , B  H q A , BŽ . Ž . 
² : G
H q A , B  H q A ,  . AŽ . Ž .

H p G , H q A , B  H p G , H q A , B .Ž . Ž .Ž . Ž . 
² : G
Ž .ii Si  est finie, on a
H p G , H q A , B H p Z , H q A ,  . AŽ . Ž .Ž . Ž . 
ou  est un element fixe arbitraire de  et ou Z est le centralisateur de  dans` ´´ ´ ` 
G, operant dans  . A de la meme fac¸on que dans A.´ ˆ
Ž .iii Supposons que pour tout  distinct de l’element neutre, il existe´´
Ž .un element a du centre de A tel que l’operateur T dans A defini par T a ´´ ´ ´
Ž .a a	 a a soit bijectif. Alors  
H p G , H q A , B H p G , H q A , A .Ž . Ž .Ž . Ž .
Ž . e  Ž .Demonstration. i Pour tout A -module E, H A, E est l’homolo-´
Ž . Ž .gie du complexe Hom W
, E , et le foncteur EHom W
, E commute
 Ž . Ž .aux sommes directes. Meme chose pour H G, . cf. lemme 2.6 .ˆ
Ž . qŽ . qŽ .ii H A, B est aussi le produit des divers H A,  . A ; l’action
de G les permute entre eux transitivement, donc est induite par l’action du
stabilisateur Z d’un element fixe  dans la fibre de  . L’assertion resulte´ ´ ´ ´
alors du lemme de Shapiro.
Ž . qŽ . Žiii Sous l’hypothese faite, H A,  . A est nul pour tout  e voir`
 .par exemple 10, Proposition C.6 .
 Ž . n, p n, p n, p3.14 Filtration de H B, X . Notons Z le noyau de d : C B
n1, p nŽ . p n, p nŽ .C et H B, X l’image canonique de Z dans H B, X ; on a
donc la filtration decroissante´
n0 n1n n n nH B , X H B , X 
 . . .
H B , X 
H B , X  0.Ž . Ž . Ž . Ž .
Ž . p, qPar ailleurs, pour tout rmax p 1, q 2 , E est independant de r´r
et note E p, q. On sait que l’application naturelle Z n, p E p, n	p induit un´  
isomorphisme
p p1n n p , n	pH B , X H B , X  E .Ž . Ž . 
SUITES SPECTRALES 757
On a en particulier les morphismes de bord:
Ž . n, na pour p n, une application deduite de  :´
nn n , 0 n , 0 n nI : E  E H B , X H B , XŽ . Ž .2 
ou la premiere fleche est surjective, la deuxiemebijective, et la troisieme` ` ` ` `
injective
Ž . n, 0b pour p 0, une application deduite de  :´
1n n n n 0, n 0, nR : H B , X H B , X H B , X  E  EŽ . Ž . Ž .  2
ou la premiere fleche est surjective, la deuxiemebijective, et la troisieme` ` ` ` `
injective.
3.15. Suite exacte a 5 termes. C’est la suite exacte`
1, 1 1, 01 0 1 0 10H G , H A , X  H B , X  H G , H A , XŽ . Ž . Ž .Ž . Ž .
D  2, 22 0 2H G , H A , X  H B , XŽ . Ž .Ž .
ou`
1, 1 
 ga  
 g . ga pour 
 Z1 G , H 0 A , XŽ . Ž . Ž . Ž .Ž .
1, 0 f a  f a pour f Z1 B , X .Ž . Ž . Ž . Ž .
Ž .Ž . 	1 0Ž 1Ž ..D  g , g  g . x . g 	 x  x ou  C G, Z A, X et ou` `1 2 1 g 1 g g g2 1 2 1
les x sont choisis de fac¸on que l’on aitg
g . 	1 a . g	1 	  a  a. x 	 x .a pour tous a A , gGŽ . Ž .Ž .g g g
2, 2  g a , g a   g , g . g a g aŽ . Ž . Ž .1 1 2 2 1 2 1 1 2 2
pour  Z 2 G , H 0 A , X .Ž .Ž .
3.16. Cas du groupe G Z. On notera ce groupe multiplicativement
nŽ .pour ne pas compliquer les notations. On a ici H G, E  0 pour tout
G-module E et tout entier n 2; donc E p, q 0 pour tout p 2, d  02 r
p, q p, q nŽ .et E  E pour tout r 2. La filtration de H B, X devientr 2
0 1 2n n n nH B , X H B , X 
H B , X 
H B , X  0Ž . Ž . Ž . Ž .
nŽ .1 1, n	1avec H B, X  E . On a donc une suite exacte2
U V1, n	1 n 0, n0 E H B , X E  0Ž .2 2
Ž .ou U et V sont definis comme suit cf. theoreme 3.12 :` ´ ´ `
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Ž . 1, n	1 1, n	1a soit  E , image d’un element 
   avec d 
  0´ ´2 0 2 A 0
2, n	2 3Ž n	2Ž ..et d 
  d 
 , 
   ; d 
 appartient a Z G, Z A, X ;`G 0 A 1 1 G 1
3Ž n	2Ž ..  2, n	2 comme H G, Z A, X  0, il existe 
   tel que d 
 1 A 1
Ž  . Ž . nŽ .d 
 	 
  0; alors U  est l’image dans H B, X du n-cocycleG 1 1
n, 1Ž . Ž .n n, 2Ž . 
  	1 . 
 	 
 , i.e.,0 1 1
g a , . . . , g a  g . . . g .
 g 	1 a , . . . , a . g aŽ . Ž . Ž .Ž .1 1 n n 1 n	1 0 n g . . . g 1 n	1 n n2 n	1
n  	1 . g . . . g . 
 	 
 g , gŽ . Ž . Ž .1 n	2 1 1 n	1 n
 	1 a , . . . , a . g a g a .Ž .Ž .g . . . g 1 n	2 n	1 n	1 n n2 n	2
Ž .b V est l’application de restriction qui, a tout n-cocycle f`
nŽ .Z B, X , associe sa restriction a A; expliquons pourquoi elle est surjec-`
tive. Soit donc  E 0, n, image d’un element 	 de 0, n avec d 	  0 et´ ´2 0 2 A 0
d 	  d 	 , 	  1, n	1; comme ci-dessus il existe 	  1, n	1 tel queG 0 A 1 1 1
 Ž  .d 	  d 	 	 	  0; alors  est l’image par V de l’image dansA 1 G 1 1
nŽ .H B, X du n-cocyle
n1 n , 0 n , 1 	  	1 . 	 	 	 ,Ž . Ž . Ž .0 1 1
i.e.,
g a , . . . , g a  g . . . g .	 	1 a , . . . , aŽ . Ž .Ž .1 1 n n 1 n 0 g , . . . , g 1 n2 n
n1  	1 . g . . . g . 	 	 	 gŽ . Ž . Ž .1 n	1 1 1 n
 	1 a , . . . , a . g a .Ž .Ž .g . . . g 1 n	1 n n2 n	1
3.17. Remarque. Montrons que, dans la situation d’une extension
semi-directe de groupes, notre suite spectrale coincide avec celle de
HochschildSerre. Supposons donc que A est l’algebre d’un groupe K`
Ž . Ž .dans lequel G opere par automorphismes notes g, k   k ; alors B` ´ g
est l’algebre du groupe produit semi-direct HG K. Soit X un` 
H-module; il devient un B-bimodule pour l’action
b , x , b  b h .h. x . bŽ . Ž . Ž .Ý1 2 1 2
h
ou  designe l’augmentation canonique de l’algebre kH.` ´ `
 Ž .  Ž .Les complexes C B, X et C H, X s’identifient comme indique au´
  Ž .n 2.6; la seconde filtration de C H, X utilisee par HochschildSerre´
n, pŽ . nŽ .est definie comme suit: C H, X est l’ensemble des f C H, X tels´
Ž .que f h , . . . , h ne depende que de h , . . . , h et des classes modulo K´1 n 1 n	p
Ž . n, pŽ .de h , . . . , h ; alors, utilisant 3.4 , il est immediat que C H, X´n	p1 n
n, pŽ .s’identifie a C B, X .`
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4. APPLICATION AUX AUTOMORPHISMES DES TORES
4.1. Notations. Le corps de base k est celui des complexes, l’algebre A`
est celle des polynomes trigonometriques sur un tore T d, aussi noteeˆ ´ ´
Ž d . Ž . Ž .P T . Pour j 1, . . . , d on note e la fonction x , . . . , x  exp 2 ix ;j 1 d j
l’algebre A admet pour base les fonctions E Ł d ek j ou` `k , . . . , k j1 j1 d
Ž . Ž  .k , . . . , k  Z. On note V l’espace vectoriel de base e , . . . , e , e la1 d 1 d j
base duale de V. Pour j 1, . . . , d on definit une derivation D , de A´ ´ j
par
D e     , D E  k .E .Ž . Ž .j j j , j j k , . . . , k j k , . . . , k 	1, . . . , k1 d 1 j d
Ž . Ž .On suppose G abelien et l’action  de G dans A telle que  e   g .e´ g j j j
ou les  sont des caracteres unitaires de G verifiant les conditions` ` ´j
suivantes:
pour tout g e, il existe j tel que  g  1 4.1Ž . Ž .j
d
k jk , . . . , k  Z,  g  1 g  k  . . . k  0. 4.2Ž . Ž .Ł1 d j 1 d
j1
Ces conditions entraınent que le centre de B est reduit aux scalaires.ˆ ´
On a
d
k j E   g  E . 4.3Ž . Ž .Ž . Łg k , . . . , k j k , . . . , k1 d 1 d
j1
4.2. EXEMPLES. On se donne des nombres reels  , . . . ,  tels que´ 1 d
k , . . . , k  Z, k   Z  k  . . . k  0.Ý1 d j j 1 d
j
EXEMPLE 1. On prend G Z et, pour a A, gG:
 a x , . . . , x  a x  g , . . . , x  g ;Ž . Ž . Ž .g 1 d 1 1 d d
on a donc
 g  exp 2 ig .Ž . Ž .j j
d Ž .EXEMPLE 2. On prend G Z et, pour a A, g g , . . . , g G:1 d
 a x , . . . , x  a x  g  , . . . , x  g  ;Ž . Ž . Ž .g 1 d 1 1 1 d d d
on a donc
 g  exp 2 ig  .Ž . Ž .j j j
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4.3. LEMME. On a
	1	1 D    g .D .Ž .g j g j j
Verification immediate en appliquant les deux membres aux elements´ ´ ´ ´
E .k , . . . , k1 d
nŽ . nŽ .4.4. LEMME. On a H A, B H A, A pour tout n 0.
Demonstration. Definissant les sous-modules  . A comme au n 3.13,´ ´
nŽ .on doit prouver que H A,  . A  0 pour tout  e; pour cela on utilise
Ž . Ž .le theoreme 3.13 iii . En vertu de la condition 4.1 , il existe j tel que´ `
Ž . Ž .   1; prenons c e ; l’operateur T dans  . A defini par T  .a ´ ´j j
Ž . Ž .c 1 . .a	 1 c . .a est bijectif car
c 1 . .a	 1 c . .a  . 	1 e 	 e .aŽ . Ž . Ž .Ž . j j
	1  .   	 1 .e .a.Ž .ž /j j
Ž . e4.5. LEMME. i Le A -module A admet la resolution projectie´
d d 	1 0
P  P  A 01 0
ou`

nP  A V An

el’action de A sur P est donnee par´n
a  a . a 
 a  a a 
 aa , 
n VŽ . Ž .1 2 1 2

 Ž .	 a a  aa
 la differentielle d : P  P est egale a la restriction a P de´ ´ ` `n	1 n n	1 n
l’application
a  . . .  a a   . . .  a1 n 1 2 n
n   	1 a   . . .  a ;Ž . 1 n	1 n
en d’autres termes on peut ecrire d Ýn d Ž i. aec´ n	1 i1 n	1
d Ž i. a e  . . . e  aŽ .Ž .n	1 j jn
i1  	1 a.e  e  . . . e  . . . e  aŽ . ˆŽ .ž j j j j1 1 1 n
	a e  . . . e  . . . e  e .a .ˆŽ . /j j j j1 1 n i
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Ž .ii On obtient comme suit une homotopie contractante, i.e., des applica-
tions
s : A P , s : P  P0 0 n n	1 n
erifiant 	 s  id et d  s  s d  id :´ 0 A n n1 n n	1 Pn
 Ž .s a  a 10

n1 n d d Ž j. n1 n dŽ . Ž .s a e . . . e Ý s a e . . . e1 1 d j1 1 1 d

n1 n d Ž j.Ž Ž . . Ž Žs a e   e  e . . . e  Ý s a e  . . .n1 j j 1 d j	 j n1 j1 n 1 1
. n1 n d . Ž j. Ž Ž . n1 n d .e  e . . . e ou s a e  . . . e  e . . . e est egal a` ´ `j 1 d n1 j j 1 dn 1 n

n j	1 n1 n j	1 k n j	k	1 n j1 n dŽ .	Ý a.e . . . e e  e  e  . . . e  e e . . . ek0 1 j	1 j j j j j j1 d1 n
si n  0j

	n j	1 n1 n j	1 	k	1 n jk n j1Ž .Ý a.e . . . e e  e  e  . . . e  e .e . . .1 j	1 j j j j j j1k0 l n
en d si n 	 0d j
 0 si n  0.j
ŽN.B. La resolution projective ci-dessus n’est pas nouvelle voir par´
 .exemple l’introduction de 17 , mais l’homotope semble l’etre.ˆ
Demonstration. La seule chose un peu difficile a demontrer est la´ ` ´
relation
d s 
  s d 
  
Ž . Ž .Ž . Ž .n n1 n n	1
Ž . n1 n dpour 
 a e  . . . e  e . . . e . Pour ce faire, on verifie succes-´j j 1 d1 n
sivement les relations suivantes:

Ž1. Ž j1. Ž1.Ž Ž .. Ž Ž ..d s 
  s d 
  
n n1 n n	1

Ž2. Ž j. Ž1.Ž Ž .. Ž Ž ..d s 
 Ý s d 
  0n n1 j	 j n n	11

Ž j. Ž1.Ž Ž ..s d 
  0 pour j 	 j	 jn n	1 1 2

Ž i. Ž i	1.Ž Ž .. Ž Ž ..d s 
  s d 
  0 pour i 3.n n1 n n	1
 Ž .4.6. COROLLAIRE. La cohomologie H A, A est l’homologie du com-
plexe
d0 d1 20 AHom V , A Hom  V , A  Ž . Ž .
n nŽ . Ž n .ou d  0 pour tout n 0. Donc H A, A Hom  V, A .`
 Ž . ŽeDemonstration. H A, A est l’homologie du complexe Hom A´ A
 . Ž  . V A, A qui s’identifie a Hom  V, A , et on verifie immediate-` ´ ´
ment que la differentielle est nulle.´
Ž 2 . e4.7. LEMME. Notons  A, 
 la resolution standard du A -module A´
Ž  .cf. n 2.4 .
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Ž . ei On a deux morphismes de complexes de A -modules:
u : An V An2 An
 : n2 A An V An
ou u est l’injection naturelle et ou  est donne par` ` ´n n
 a a  . . . a  aŽ .n 1 n
Ž . n1 2   	1 .a .s s . . . s s s 1 a .a .a . . . a .a .a .Ž . Ž .Ž .Ž .Ž .Ž .n n	1 3 2 1 1 2 3 n	1 n
Ž .ii On a  u  id.n n
Ž .iii On a deux morphismes de complexes d’espaces ectoriels
un : Hom n A , A Hom n V , AŽ . Ž .
 n : Hom n V , A Hom n A , AŽ . Ž .
ou un est l’application de restriction et ou  n est donne par` ` ´
 n  a , . . . , aŽ . Ž .1 n
  e  . . . e .D a .D a . . . D a .Ž . Ž . Ž .Ž .Ý j j j 1 j 2 j n1 n 1 2 n
j 	 . . . 	j1 n
Ž . n niv Les u et  induisent en cohomologie des isomorphismes
reciproques.´
Ž . n n	1v On a Im   Im   0
Ž . n nvi u et  sont compatibles aec les actions naturelles de G dans les
Ž n . Ž n .espaces Hom  V, A et Hom  A, A .
Ž .Demonstration. i Il est immediat que les u forment un morphisme´ ´ n
de complexes de Ae-modules. Par ailleurs on definit un morphisme de´
complexes  par recurrence en posant´n
 a a  . . . a  aŽ .n 1 n
 a .s   1 a  . . . a  1 .aŽ .Ž .Ž .n n	1 n	1 1 n
et on obtient la formule indiquee en utilisant les relations s  s  0 et´ n1 n
Ž . Ž .s a. x  a.s x pour tout x P .n n n	1
Ž .ii est immediat.´
Ž . niii On obtient  en prenant la transposee de  et en la com-´ n
Ž . Ž .posant avec l’automorphisme f a , . . . , a  f a , . . . , a de1 n n 1
Ž n .Hom  A, A .
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Ž .iv resulte du ‘‘lemme de comparaison des resolutions’’.´ ´
Ž . Ž n . nŽ . nŽ .v Soit Hom  V, A tel que      avec 
Ž n	1 .Hom  A, A ; alors
 un  n   un  n	1   d n	1 un	1   0Ž . Ž . Ž .Ž . Ž . Ž .
puisque d n	1 0.
Ž .vi Verification facile en utilisant le lemme 4.3.´
On suppose maintenant que X B.
4.8. LEMME. La suite spectrale du §3 est degeneree en ce sans que l’on a´ ´ ´ ´
d p, q 0 et E p, q E p, q pour tout r 2.r r 2
Demonstration. On reprend les notations du theoreme 3.12. Soit 
 un` ´ ` 0
element de  p, q avec d 
  0 et des elements 
   ps, q	s comme´ ´ ´ ´r A 0 s
 pŽ qŽ ..indique au n 3.2. En vertu de 4.4, on peut supposer 
  C G, Z A, A ;´ 0
Ž . pŽ Ž q .. Ž .en vertu de 4.7 iii , on peut supposer 
  C G, Hom  V, A ; 4.7 vi0
montre que
d 
  C p1 G , Hom q V , A ;Ž .Ž .G 0
Ž .alors 4.7 v et la relation d 
  d 
 impliquent d 
  0. On peutG 0 A 1 G 0
donc supposer 
  0 pour tout s 1, d’ou resulte que  p, q  p, q et que` ´s r1 r
l’operateur d est nul.´ r
p, q p dŽ . Ž . Ž .4.9. THEOREME. i On a dim E  dim H G, C . ou C designe´ ` ` ´q
le G-module triial de dimension 1.
n n p dŽ . Ž . Ž . Ž .ii On a dim H B, B Ý dim H G, C . .n	 ppmaxŽ0, n	d .
Ž .Demonstration. i D’apres tout ce qui precede, on a´ ` ´ `
E p , qH p G , H q A , B H p G , H q A , AŽ . Ž .Ž . Ž .
H p G , Hom q V , A H p G ,q V A ;Ž . Ž .Ž .
q  Ž   . V  A admet pour base les elements e  . . . e  E ou´ ´ `j j k , . . . , k1 q 1 d
1 j 	 . . .	 j  d et k , . . . , k  Z; un element g de G opere sur un´ ´ `1 q 1 d
element de ce type en le multipliant par le caractere´ ´ `
	1 	1 k k1 d g   g . . .  g . g . . .  g .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .j j 1 d1 q
On sait que toute la cohomologie d’un caractere non trivial est nulle; or `
Ž .est trivial, en vertu de la condition 4.2 , si et seulement si E k , . . . , k1 d
e . . . e .j j1 q
Ž .ii resulte de 3.14.´
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4.10. COROLLAIRE. Si G est un groupe Z m, on a
m dndim H B , B  .Ž . ž /n
p m mŽ . Ž .Demonstration. On sait que dim H Z , C  , donc´ p
Ž .min n , m
m dndim H B , B  ;Ž . Ý p n	 pž / ž /
Ž .pmax 0, n	d
m dŽ .on obtient en developpant les deux membres de l’egalite´ ´ ´n
mmd dx 1  x 1 x 1 .Ž . Ž . Ž .
m Ž .N.B. Lorsque G Z , l’algebre B est un ‘‘tore quantique’’ a m d -` `
generateurs; l’homologie de Hochschild de ces algebres a ete calculee dans´ ´ ` ´ ´ ´
   9 , et leur cohomologie-dans 11 .
4.11. COROLLAIRE. Si G Z, on a
d 1ndim H B , B  .Ž . ž /n
nŽ .En fait, dans le cas ou G Z, on peut donner un base de H B, B en`
utilisant 3.16:
4.12. THEOREME. On se place dans la situation de l’exemple 1 du n 4.2´ `
Ž . nŽ .et on pose   exp 2 i . L’espace H B, B admet pour base l’ensemblej j
des elements suiants:´´
Ž .a les cocycles de la forme
g g g g  . . .g1 1 2 1 n	1g a , . . . , g a  g   . . . .  .e . . . e .aŽ .1 1 n n n j j j j j1 2 n	1 1 n	1
ou`
a  D a . D a . . .  D a . g . . . g .aŽ . Ž . Ž .Ž . Ž . Ž .g j 1 g g j 2 g    g j n	1 1 n n1 1 1 2 2 1 n	1 n	1
ou 1 j 	 . . .	 j  d et ou le symbole g  signifie ‘‘produit par le` `1 n	1 n
nombre entier g ’’;n
Ž .b les cocycles de la forme
g a , . . . , g a   g1 . g1g 2 . . . g1 . . .g n .e . . . e .aŽ .1 1 n n j j j j j1 2 n 1 n
ou`
a  D a  D a . . .  D a . g . . . g .Ž . Ž . Ž .Ž . Ž . Ž .g j 1 g g j 2 g  . . .g j n 1 n1 1 1 2 2 1 n n
aec 1 j 	 . . .	 j  d.1 n
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0Ž n  .Demonstration. L’espace H G, V  A admet pour base les ele-´ ´ ´
Ž  . Ž  .ments e  . . . e  e . . . e cf. n 4.9 qui forment aussi une basej j j j1 n 1 n
d’un supplementaire de B1 dans Z1n V A. Ceci etant, les cocycles´ ´
Ž . 1Ž n	1Ž ..de la forme a sont ceux qui proviennent de H G, H A, B via
 Ž . 0Ž nŽ ..l’application U du n 3.16; et ceux de la forme b , de H G, H A, B
via la section de l’application V explicitee au n 3.16.´
1Ž .4.13. COROLLAIRE. L’espace H B, B est de dimension d 1 et admet
pour base
Ž .a le cocycle g.a g g.a
Ž . g Ž Ž .. Ž .b les cocycles de la forme g.a  .e . D a . g g.e .D a aecj j g j j j
j 1, . . . , d.
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